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1 Vektoren und Vektorraume

Es gibt verschiedene Vorstellungen von Vektoren, z. B.

in der Schule: Pfeile, spater Tupel von Zahlen der Form

X1

X1
oder X0

X2

X3

in der Informatik: eine Ansammlung von n Objekten (konnen auch Zahlen sein) sein, welche durch-
nummeriert sind:

O1
0}

On
in der Mathematik: Elemente eines Vektorraums
Ebenfalls gibt es verschiedene Schreibweisen, z. B. mit Vektorpfeil oder Unterstreichung. In der Ma-
thematik werden Vektoren normalerweise iiberhaupt nicht explizit gekennzeichnet, da immer aus

dem Zusammenhang klar ist, ob es um Zahlen oder Vektoren geht. Oftmals verwendet man dann fiir
Vektoren lateinische Buchstaben und fiir Zahlen griechische Buchstaben.

Die mathematische Definition von Vektoren fasst die Eigenschaften zusammen, welche allen Vorstel-
lungen von Vektoren gemeinsam sind. Diese beruht nicht darauf, wie Vektoren aussehen, sondern
darauf, was man mit Vektoren machen kann: Man kann Vektoren addieren und strecken (bzw. stau-
chen).

Fiir die Addition von Vektoren gelten dieselben Regeln wie fiir die Addition von reellen Zahlen:

Al Zu jedem Paar von Vektoren a und b gibt es einen Vektor a + b.
A2 a+ b = b+ afiir alle Vektoren a und b.

A3 (a+ b)+c=a+ (b+ c) fiir alle Vektoren a, b und c.

A4 Es gibt einen Nullvektor 0, sodass a + 0 = a fiir alle Vektoren a.

A5 Zu jedem Vektor a gibt es einen inversen (umgekehrten) Vektor —a, sodass a + (—a) = 0.

In Analogie zur Subtraktion von Zahlen verwendet man die Kurzschreibweise a — b fiir a + (—b).
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Die Streckung (bzw. Stauchung) stellen wir als Multiplikation von reellen Zahlen mit Vektoren dar.
Fiir diese gelten zumindest einige der Regeln, die wir von der Multiplikation reeller Zahlen unterein-
ander kennen:

S1 Zu jeder reellen Zahl A und zu jedem Vektor a gibt es einen Vektor Aa.
S2 13 = a fiir alle Vektoren a.

S3 \(ua) = (Ap)a fir alle Zahlen X und g und alle Vektoren a.
Dariiber hinaus , vertragen* sich Vektoraddition und Streckung miteinander:

AS1 (A + p)a= Aa+ pa fiir alle Zahlen A und p und alle Vektoren a.

AS2 \(a+ b) = Aa+ b fiir alle Zahlen A und alle Vektoren a und b.

Diese Regeln entsprechen ebenfalls denen, die wir von Addition und Multiplikation reeller Zahlen
untereinander kennen. Damit ist das Rechnen mit Vektoren nicht komplizierter als das Rechnen mir
reellen Zahlen.

Eine Menge aus Objekten, welche sich nach den Regeln A1-A5, S1-S3 und AS1-AS2 addieren und
strecken lassen, wird als Vektorraum bezeichnet. Die Elemente eines Vektorraumes heiBen Vektoren.

Die Eigenschaften A1-Ab5, S1-S3 und AS1-AS2, welche zur Definition eines Vektorraumes verwendet
werden, stellen einen minimalen Satz von Eigenschaften dar. Alle weiteren bekannten Rechenregeln
fir Vektoren, z. B.

0a=0 und (—1l)a=-a

lassen sich aus diesen ableiten.

Im Folgenden besprechen wir vier Beispiele von Vektorrdumen im Sinne der obigen Definition:

Die reellen Zahlen selbst bilden einen Vektorraum. Abgesehen von dem (trivialen) Vektorraum,
der nur aus einem Nullvektor besteht, ist dies der einfachste Vektorraum.

Pfeile in der Ebene bilden einen Vektorraum, wenn wir die iibliche Addition und Streckung ver-
wenden:

e Zwei Pfeile werden addiert, indem der Anfang des zweiten an die Spitze des ersten gesetzt
wird. Das Ergebnis ist ein Pfeil vom Anfang des ersten zur Spitze der zweiten Pfeils.

e Ein Pfeil wird um einen positiven Faktor A gestreckt, indem seine Linge auf das A-
fache erhdht wird, wahrend die Richtung beibehalten wird. Bei einer Streckung um einen
negativen Faktor A wird die Lange um den Faktor |\| erhht, und die Richtung umgekehrt.
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Tupel aus n reellen Zahlen bilden einen Vektorraum, wenn wir die Addition und Streckung kom-
ponentenweise definieren:

e Zwei Tupel werden addiert, indem die einzelnen Komponenten addiert werden.

e Ein Tupel wird um einen Faktor A gestreckt, indem die einzelnen Komponenten mit A
multipliziert werden.

Dieser Vektorraum heiBt IR” und wird speziell fiir n = 2 und n = 3 zur Beschreibung von
Punkten in der Ebene bzw. im Raum verwendet.

Funktionen kénnen ebenfalls (wenn auch nicht sehr anschauliche) Vektorraume bilden. Nehmen wir
z.B. die Funktionen f : IR — IR, d. h. die Funktionen, deren Definitionsmenge die gesamten
reellen Zahlen umfasst, und deren Wertemenge IR oder eine Teilmenge von IR ist. Mit den
naheliegenden Definitionen

e Addition: (f 4+ g)(x) = f(x) + g(x)
e Streckung: (Af)(x) = A f(x)

bildet die Menge dieser Funktionen einen Vektorraum.

Es gibt also Vektoren, die auf dem ersten Blick nicht viel mit der Vorstellung von Vektoren aus der
Schule gemeinsam haben. Die meisten Eigenschaften von Vektoren, die wir demnachst kennenlernen
werden, gelten fiir Vektoren im allgemeinen Sinn (nach obiger Definition eines Vektorraumes) und sind
nicht auf die Vorstellung von Vektoren aus der Schulmathematik beschrénkt. Daher ist es durchaus
von Vorteil, sich mit der allgemeinen Definition von Vektoren zu beschiftigen. Veranschaulichen kann
man sich die meisten Ergebnisse allerdings gut am Beispiel von Pfeilen in der Ebene bzw. IR? oder
IR3.

Etwas gewohnungsbediirftig mag es zunachst sein, dass Vektoren nicht unbedingt eine Lange haben,
nicht wissen, was es heiBt, senkrecht aufeinander zu stehen, und dass man Vektoren nicht unbedingt
miteinander multiplizieren kann.

2 Langen und Abstande

Der Begriff der Lange eines Vektors gehdrt nicht zur minimalen mathematischen Definition eines
Vektorraums, sondern ist als Zusatz zu betrachten. Dies kommt daher, dass es viele verschiedene
Vorstellungen gibt, was unter der Lange eines Vektors zu verstehen ist, und es stark von der jeweiligen
Anwendung abhingt, welcher Langenbegriff der sinnvollste ist.

Fiir Vektoren aus IR? und IR® haben wir bereits eine Vorstellung, was ihre Linge ist. Diese l3sst sich
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Box 1 Vektoren in MATLAB
In MATLAB bestehen Vektoren aus n Zahlen, welche von 1 bis n durchnummeriert sind. Ist a ein

Vektor, wird mit a(1), a(2), ..., a(n) auf die einzelnen Elemente (Komponenten) zugegriffen. Die
mathematischen Rechenoperationen

Vektor+Vektor = Vektor

Zahl*Vektor = Vektor

sind direkt in MATLAB implementiert und miissen demnach nicht einzeln Element fiir Element
durchgefiihrt werden. Dariiber hinaus implementiert MATLAB auch weitere naheliegende Rechen-
operationen direkt, z. B.

Zahl+Vektor = Vektor

Vektor+Zahl = Vektor

Vektor*Zahl = Vektor

Vektor. *Vektor = Vektor (elementweise Multiplikation)

sowie die entsprechenden Versionen mit — statt + und / statt *.

a
leicht auf die Lange eines Vektors a= | ... | aus IR" verallgemeinern:
an

lall = @+ B+ +a2 (1)

Auf allgemeine Vektoren, z. B. auf die im letzten Abschnitt erwdhnte Betrachtung von Funktionen
als Vektoren, lasst sich dies jedoch nicht direkt iibertragen.

Allgemein wird eine Norm oder Lange (aber nicht Betrag) definiert als eine Abbildung von einem
Vektorraum in die reellen Zahlen mit den Eigenschaften

N1 Fiir alle Vektoren a und b gilt die Dreiecksungleichung: ||a + b|| < ||a|| + || b

N2 Fiir alle Vektoren a und alle reellen Zahlen X gilt: || Aa|| = |A|||a]]-

N3 Nur der Nullvektor hat die Lange null, d.h. ||a|| = 0 gilt nur, wenn a = 0.
Aus den Eigenschaften N1 und N2 folgt die wichtige Eigenschaft, dass die Liange eines Vektors
niemals negativ ist.
Als Abstand zweier Punkte a und b bezeichnet man die Lange der Differenz a — b, d. h. ||]a — b||.

Nicht jeder Vektorraum besitzt eine Norm. Ein Vektorraum, der eine Norm besitzt, heiBt normierter
Vektorraum. IR" ist demnach ein normierter Vektorraum, allerdings gibt es auBer der oben erwihnten
euklidischen Norm noch beliebig viele weitere Normen in IR", z. B.



Mathematische Grundlagen der Geowissenschaften
Stefan Hergarten
Wintersemester 2018/19

UNI
FREIBURG

Abbildung 1: Die Einheitskugel in IR? (Einheitskreis) mit euklidischer Norm (links), Manhattan-Norm
(Mitte) und Maximumsnorm (rechts)

e Die Manhattan-Norm ||a|| = |a1| + |a2| + - - - +|an|. Deren Name geht darauf zuriick, dass sie
in IR? die Lange des Weges beschreibt, den man in einer Stadt mit rechtwinklig angeordneten
StraBen zuriicklegt.

e Die Maximumsnorm ||a|| = max{|a1], |a2|, ..., |anl},

Bei der euklidischen Norm wird statt ||a|| hdufig die Schreibweise |a| verwendet.

Die drei oben diskutieren Normen lassen sich verallgemeinern zur sogenannten p-Norm

lall = ¢/laslp + -+ + lan|? ()

fiir p > 1. Fiir p = 1 erhalten wir die Manhattan-Norm, fiir p = 2 die euklidische Norm, und fiir
p = oo die Maximumsnorm. Werte p < 1 sind nicht zulassig, weil dann die Dreiecksungleichung nicht
erfiillt ware. Grundsatzlich fithren groBe Werte von p dazu, dass die (betragsmiBig) groBte Kompo-
nente von a einen groBen Einfluss auf die Lange hat, wahrend fiir p = 1 alle Komponenten gleich
stark beitragen. Dies ist insbesondere wichtig, wenn theoretische Kurven an Messdaten angepasst
werden (Aufgabe 1).

Ein Vektor der Lange 1 heiBt Einheitsvektor oder normierter Vektor. Aus jedem Vektor a # 0 eines
normierten Vektorraums ldsst sich durch geeignete Streckung ein Einheitsvektor machen: e = ﬁa.
Man bezeichnet diesen Vorgang als Normierung der Vektors a.

Die Menge aller Punkte x, deren Abstand von einem gegebenen Punkt a kleiner oder gleich einer
gegebenen Zahl rist, d. h.
Ix —al < r (3)

wird als Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r bezeichnet. Die Einheitskugel ist die Kugel mit
Mittelpunkt 0 und Radius 1. Diese sieht in verschiedenen Normen véllig unterschiedlich aus (Abb. [I)).
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Box 2 Die Lange von Vektoren in MATLAB

Die Funktion zur Berechnung der Lange eines Vektors heiBt norm, nicht length. Letztere liefert die
Anzahl der Komponenten eines Vektors. Neben dem einfachen Aufruf norm(a), welcher die euklidi-
sche Norm liefert, |dsst sich eine beliebige p-Norm durch norm(a,p) berechnen (die Maximumsnorm
mit norm(a, inf)).

1 4
05 1
sin(o) ¢
0 ()
cos(o)
-05 1 1
-1 4
-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 2: Definition von ¢ im BogenmaB, cos(¢) und sin(¢) am Einheitskreis
3 Polar- und Kugelkoordinaten

In IR? (mit euklidischer Norm) lasst sich jeder Einheitsvektor durch einen Winkel darstellen: e =

( Z?nsz ) mit ¢ € [0, 2x[. Hieraus folgt sofort, dass sich jeder Vektor der IR? als

Cos :
= = >
a r(sincp > mit lal > 0 und ¢ €0, 27| (4)
darstellen lasst. Diese Darstellung wird als ebene Polarkoordinaten bezeichnet.

Winkel werden in der Mathematik meist im BogenmaB statt in Grad angegeben (Abb. . Ein voller
Kreis (360°) entspricht dabei dem Umfang des Einheitskreises, also 2w. Das BogenmaB ist eine
dimensionslose GroBe, jedoch wird haufig die Einheit Radiant (abgekiirzt rad) verwendet.

Die Schreibweisen sin ¢ und cos ¢ sind Kurzformen von sin(¢) bzw. cos(y).

In IR® werden zwei Winkel benétigt, wobei die Definition der Winkel in Mathematik und Geowissen-
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Box 3 Sinus und Cosinus in MATLAB

Wie in allen Programmiersprachen erwarten die Sinus- und Cosinusfunktion in MATLAB (sin und
cos) den Winkel als Argument im BogenmaB. Zusatzlich stellt MATLAB aber auch entsprechen-
de Funktionen sind und cosd fiir Winkelangaben in Grad bereit. So ist sind(phi) dasselbe wie
sin(phi*pi/180).

Box 4 Polar- und Kugelkoordinaten in MATLAB

MATLAB stellt die Funktionen cart2pol und pol2cart fiir die Transformation zwischen den iibli-
chen kartesischen Koordinaten und ebenen Polarkoordinaten sowie die Funktionen cart2sph und
sph2cart fiir die Transformation zwischen kartesischen Koordinaten und Kugelkoordinaten bereit.
Auch wenn in der Dokumentation die Winkel anders heiBen, entsprechen diese der geographischen
Definition (Breitengrad und Langengrad).

schaften meist unterschiedlich ist:

sin ¥ cos COS ¢ cos A
e = sin¥sin ¢ = cos ¢sin A (5)
cos ¥ sin ¢
mit
VANS [0, 71] (bzw. [0, 180°]) = Polarwinkel
p € [0, 27[ (bzw. [0, 360°]) = Azimutwinkel
¢ € [-5,5] (bzw. [-90°,90°]) = Breitengrad
A € |—m, 7] (bzw. [-180°,180°]) = Langengrad

sodass sich jeder Vektor a als

sin ) cos ¢ COs ¢ cos A
a = r| sindsing = r| cos¢gsin\ (6)
cos v sin ¢

darstellen ldsst. Dies bezeichnet man als Kugelkoordinaten.

Azimutwinkel und Langengrad sind in ihrer Bedeutung bis auf den Wertebereich identisch, wahrend
Polarwinkel und Langengrad iiber die Relation ¥ = 7 — ¢ zusammenhangen.

10
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Box 5 Das Standard-Skalarprodukt in MATLAB
In MATLAB l3sst sich das Standard-Skalarprodukt zweier Vektoren a und b elementar nach Glei-
chung[7]als sum(a.*b) berechnen oder alternativ durch Anwendung der Funktion dot als dot (a,b).

4 Skalarprodukte

ai b
Das Standard-Skalarprodukt zweier Vektoren a = | ... und b= [ .. aus IR" wird iiblicher-
an bn
weise definiert als
a-b = aib1 +aby+---+ anb, (7)

Die Bezeichnung Skalarprodukt kommt daher, dass es eine Zahl ist.

Wie schon bei der Lange von Vektoren, gibt es auch bei Skalarprodukten verschiedene Definitionen.
Ebenfalls analog zur Lange von Vektoren wird das Skalarprodukt iiber seine Eigenschaften definiert.
Ein Skalarprodukt ist eine Abbildung, die jedem Paar a und b von Vektoren eines Vektorraums eine
Zahl a- b zuordnet und die folgenden Eigenschaften hat:

SP1 Fir alle Vektoren aund bista-b=b-a.

SP2 Fiir alle Vektoren a, b und c gilt:

(a+b)-c = a-c+b-c

SP3 Fiir alle Vektoren a und b und alle reellen Zahlen X gilt:
(Aa)-b = Ma-b)

SP4 Fiir alle Vektoren a # 0 ist a-a > 0.

Im Gegensatz zur Streckung von Vektoren werden Skalarprodukte mit einem (dicken) Punkt geschrie-
ben.

Nicht jeder Vektorraum besitzt ein Skalarprodukt. Ein Vektorraum, welcher ein Skalarprodukt besitzt,
wird als euklidischer Vektorraum bezeichnet. Zur Unterscheidung von anderen Skalarprodukten wird
in Gleichung [7| definierte Skalarprodukt in IR" als Standard-Skalarprodukt bezeichnet.

Zwei Vektoren a und b werden als orthogonal oder senkrecht (zu einander) bezeichnet, wenn
a- b =0 ist. Mehrere Vektoren heiBen orthogonal, wenn jedes Paar von ihnen orthogonal ist.

Der Nullvektor steht auf allen Vektoren des jeweiligen Vektorraums senkrecht (folgt direkt aus SP3),
und er ist auch der einzige Vektor, der diese Eigenschaft hat (folgt direkt aus SP4).

11
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Mittels der Definition

lall = va-a (8)

lasst sich aus jedem Skalarprodukt eine Norm bilden. Im Fall des Standard-Skalarprodukts in IR" ist
dies die euklidische Norm. Manhattan-Norm und Maximumsnorm (sowie alle p-Normen fiir p # 2)
lassen sich hingegen nicht auf ein Skalarprodukt zuriickfiihren.

Fiir die aus einem Skalarprodukt gebildete Norm gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
|a-b[ < [[all|[b]]. (9)

Somit liegt der Quotient Wll])bll fir alle Vektoren a # 0 und b # 0 immer im Bereich von —1 bis 1.
Hieraus definiert man den Winkel o zwischen den Vektoren a und b gemiB

a-b
cosq = ———0 (10)
[lall[15]]

Man wahlt fiir & immer den Bereich zwischen 0 und 7 (bzw. 0° und 180°).
Damit definiert das Skalarprodukt einen Langen- und Winkelbegriff.

Ein Satz von Vektoren xi, ..., X, heiBt orthonormal, wenn die Vektoren

e paarweise orthogonal, d.h. x; - x; = 0 wenn / # j, und

e normiert, d. h. ||xi]| =1,

sind.

5 Das Vektorprodukt in IR3

In IR3 gibt es eine Mdglichkeit, Vektoren so miteinander zu multiplizieren, dass das Ergebnis wieder
ein Vektor ist (im Gegensatz zum Skalarprodukt, welches eine reelle Zahl, also ein Skalar ist):

a1 b axbs — azby
an X b2 = a3b1 — alb3 (11)
a3 bs arby —azxbhy

Dieses Produkt wird als Vektorprodukt oder Kreuzprodukt bezeichnet. Seine wichtigsten Eigen-
schaften sind

VP1 Fir alle Vektoren aund bist ax b= —b x a.

12
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Abbildung 3: Dreifingerregel (links) und Rechte-Faust-Regel (rechts). Quellen: https:

//de.wikipedia.org/wiki/Drei-Finger-Regel, https://de.wikipedia.org/wiki/
Korkenzieherregel
VP2 Fiir alle Vektoren a, b und c gilt:

VP3

VP4

(a+b)xc = axc+bxc

Fiir alle Vektoren a und b und alle reellen Zahlen \ gilt:

(Aa) x b = A(axb)

Der Vektor a x b steht senkrecht auf den Vektoren a und b.

Die Richtung des Vektors a x b lasst sich mit der Dreifingerregel veranschaulichen (Abb. .

Besondere Relevanz in den Geowissenschaften haben die beiden folgenden Anwendungen des Vek-
torprodukts:

Die Lange des Vektors a x b ist die Fliche des von den Vektoren a und b aufgespannten
Parallelogramms. Hieraus folgt, dass die Fliche eines Dreiecks in IR® mit den Ecken a, b und
c sich als 3||(b — a) x (c — a)|| berechnet.

Die Geschwindigkeit v der Partikel am Ort x bei einer Rotationsbewegung um den Koordina-

tenursprung ist
vV = wXX, (12)

wobei w der Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist. Die Einheit der Winkelgeschwindigkeit ist
BogenmaB pro Zeit — nicht Grad pro Zeit, sonst stimmt Gl. [I2] nicht. Der Vektor w zeigt
in Richtung der Drehachse, und der Drehsinn kann mit der Rechte-Faust-Regel (Abb.
veranschaulicht werden.

13


https://de.wikipedia.org/wiki/Drei-Finger-Regel
https://de.wikipedia.org/wiki/Drei-Finger-Regel
https://de.wikipedia.org/wiki/Korkenzieherregel
https://de.wikipedia.org/wiki/Korkenzieherregel

Mathematische Grundlagen der Geowissenschaften
Stefan Hergarten
Wintersemester 2018/19

UNI
FREIBURG

Box 6 Das Vektorprodukt in MATLAB

In MATLAB lisst sich das Vektorprodukt zweier Vektoren a und b aus IR® leicht mit der Funktion
cross als cross(a,b) berechnen.

Abbildung 4: Allgemeine Parallelprojektion (links), orthogonale Parallelprojektion (Mitte) und Zen-
tralprojektion (rechts). Quelle: http://www.mathematik.tu-darmstadt.de/~ehartmann/html_
cdg/nodel.html

6 Parallel- und Zentralprojektionen

Bei einer Parallelprojektion werden die Punkte des IR3 (oder eines anderen Vektorraums) entlang
paralleler Linien auf eine gegebene Ebene projiziert (Abb. .

Ist p ein Vektor in Projektionsrichtung, so ist der projizierte Vektor
P(x) = x4+ Ap, (13)
wobei der Faktor A so gewadhlt werden muss, dass P(x) in der Projektionsebene liegt.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass die Projektionsebene durch den Koordinatenursprung
geht, muss der projizierte Vektor die Bedingung P(x) - n = 0 erfiillen, wobei n ein Vektor ist, der
senkrecht auf der Projektionsebene steht. Hieraus folgt

x-n+Ap-n = 0, (14)
sodass A\ = — % und damit
P X-n
P(x) = x—~— 1
() = x=2p (15)

Im Spezialfall der orthogonalen Projektion ist die Projektionsrichtung p senkrecht zur Projektions-
ebene. Damit reduziert sich Gl. [15] zu

_ L xP
P = x =P (16)

14
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Eine Zentralprojektion unterscheidet sich von einer Parallelprojektion dadurch, dass die Projek-
tionslinien verschiedener Punkte nicht parallel sind, sondern sich in einem Projektionszentrum p
treffen. Eine orthogonale Parallelprojektion kann als Spezialfall einer Zentralprojektion mit einem
unendlich weit enfternten Projektionszentrum betrachtet werden. Allerdings ist die Zentralprojektion
im Gegensatz zur Parallelprojektion keine Projektion im Sinne der linearen Algebra.

Geht die Projektionsebene durch den Koordinatenursprung, so ist der projizierte Vektor
P(x) = p+A(x—p), (17)

wobei der Faktor A\ so gewahlt werden muss, dass P(x) - n = 0 ist. Hieraus folgt sofort

p-n 1
A= — = —, (18)
(x—=p)-n 1-20
und damit 1
Px) = p+1—xa (x—p). (19)
pn

Falls p senkrecht auf der Projektionsebene steht, reduziert sich dies zu

P(x) :p+1_7x-p(x_p)' (20)

7 Projektionen der Einheitskugel in IR

Projektionen von Kugeloberflichen auf Ebenen haben sowohl eine Bedeutung fiir die Erstellung
von Karten als auch fiir die Darstellung von Richtungs- und Orientierungsdaten in der Geologie.
Der Einfachheit halber betrachten wir nur die Einheitskugel. Im allgemeinen Fall werden die Daten
zundchst von einer beliebigen Kugel auf die Einheitskugel projiziert.

Die einfachste Projektion von der Einheitskugel auf eine Ebene ist die orthogonale Projektion aus
dem letzten Abschnitt. Hierbei ist nur zu beachten, dass fast immer zwei Punkte der Kugel auf
denselben Punkt der Ebene projiziert werden, sodass nur jeweils eine Halbkugel betrachtet werden
sollte.

Wesentlich weiter verbreitet ist die stereografische Projektion (Abb. , bei der das Projektions-
zentrum p auf der Einheitskugel liegt, und die Projektionsebene gegeniiber (also bei —p) tangential
an der Kugel anliegt.

Etwas einfacher zu berechnen ist die Version, bei der die Projektionsebene nicht tangential anliegt,
sondern durch den Mittelpunkt der Einheitskugel geht. Hierbei ist GI. 20| mit ||p|| = 1 direkt anwend-
bar. Von der Anschauung her angenehmer ist es allerdings, wenn wir statt des Projektionszentrums p
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Nll

Abbildung  5:  Stereografische  Projektion. Quellen: https://de.wikipedia.org/wiki/
Stereografische_Projektion ((© |Analemma), http://images.math.cnrs.fr/INMG/jpg/
TN_Stereographic_projection. jpg

(welches bei der Projektion im Unendlichen landet) den gegeniiberliegenden Punkt s = —p, welcher
im Zentrum der Projektionsflache landet, verwenden. Dann dndert sich die Gleichung zu

P(x) = —s (x+s). (21)

+1+x-s

Die stereografische Projektion ist winkeltreu und kreistreu, d. h. Winkel zwischen zwei Linien auf
der Kugel sind in der Projektion dieselben, und Kreise auf der Kugel sind in der Projektion auch
Kreise. Als geometrisches Hilfsmittel zur Konstruktion von stereografischen Projektionen wurde bis
vor einer halben Ewigkeit das Wulffsche Netz (Abb. |§[) verwendet, welches nicht nach dem Freiburger
Geologen Gerwin Wulf benannt ist.

In der Strukturgeologie und der Seismologie wird allerdings meist die flachentreue Lambert-
Azimutalprojektion (Abb. 7)) verwendet. Hierbei wird die Einheitskugel um einen gegebenen Punkt s
herum unter Erhaltung der Oberflache ausgerollt.

Zunichst wird der Punkt mittels einer orthogonalen Parallelprojektion auf die (im Koordinatenur-
sprung liegende) Projektionsebene projiziert, und dann wird der resultierende Vektor passend ge-
streckt:

P(x) = Ax—(x-5s)s). (22)

Da eine Kappe der Einheitskugel mit halbem Offnungswinkel o eine Oberfliche von 27 (1 — cos )
hat, und a der Winkel zwischen x und s ist, muss fiir eine flichentreue Projektion A so bestimmt
werden, dass

m||P(x)|]?> = 27 (1 —cosa) = 27(1—x-5) (23)
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Abbildung 6: Stereografische Projektion der Halfte des Einheitskreises (Ldngen- und Breitengrade in
5°-Schritten) mit Zentrum auf der x3-Achse (links) und auf der x;-Achse (rechts)

N ?

Abbildung 7: Flachentreue Lambert-Azimutalprojektion. Quelle: https://en.wikipedia.org/
wiki/Lambert_azimuthal_equal-area_projection
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Abbildung 8: Lambert-Azimutalprojektion der Halfte des Einheitskreises (Langen- und Breitengrade
in 5°-Schritten) mit Zentrum auf der x3-Achse (links) und auf der x;-Achse (rechts)

ist.

Fiir die Darstellung von Daten ist es allerdings oftmals sinnvoll, dass die dem Punkt s zugewandte
Halbkugel in den Einheitskreis projiziert wird. Da die Flache des Einheitskreises halb so groB ist wie
die einer Halbkugel (7 gegeniiber 27), miissen wir hierfiir den Faktor 2 in Gl. [23| weglassen, also A
so bestimmen werden, dass

T|lPIP = 7(1—x-5) (24)
ist. Hieraus folgt
\ = vV1—x-s (25)
[Ix = (x - s) 5]
und schlieBlich -
P(x) = HX—V_(;XS)SSH (x—(x-5)s). (26)

Diagramme zur Konstruktion der Lambert-Azimutalprojektion werden als Schmidtsches Netz
(Abb. [8)) bezeichnet.

8 Linearkombinationen und lineare Abhangigkeit

Die Kombination von Addition und Streckung von Vektoren wird als Linearkombination bezeichnet.
Sind a1, ..., an Vektoren (d. h. Elemente eines Vektorraumes) und A1, ..., An, reelle Zahlen, wird

18
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Box 7 Darstellung eines Vektors als Linearkombination anderer Vektoren in MATLAB

Angenommen, dass m Vektoren a1, ..., am aus R” gegeben sind, und ein weiterer Vektor b als
Linearkombination dieser Vektoren dargestellt werden soll. Dann schreibt man die m Vektoren spal-
tenweise nebeneinander in eine n x m-Matrix A und berechnet A\b. Das Ergebnis ist ein Vektor
aus m Komponenten, welcher die Koeffizienten A1, ... A, der Linearkombination enthilt. Warum
das so ist, kommt in Abschnitt [I7] Achtung: Diese Vorgehensweise funktioniert nur, wenn sich der
Vektor b tatsichlich als Linearkombination der anderen Vektoren schreiben Idsst. Andernfalls erhalt
man ein falsches Ergebnis ohne Warnung. Wenn hingegen eine Warnung der Form Warning: Rank

deficient, ... erscheint, so ist das kein Problem, sondern deutet nur darauf hin, dass die Vektoren
ai, ..., am linear abhangig sind.
der Vektor

X = Mar+ -+ Amam (27)
als Linearkombination der Vektoren a1, ..., a, bezeichnet.
Ein Satz von Vektoren ay, ..., an, heiBt linear abhangig, wenn es eine nichttriviale Linearkombination

aus ihnen gibt (nicht alle Zahlen A\; = 0), welche den Nullvektor ergibt:
Mai+ -+ Amam = 0 (28)

Andernfalls, d. h. wenn sich diese Bedingung nur durch A\; = --- = A\, = 0 erfiillen I&sst, werden die
Vektoren als linear unabhdngig bezeichnet.

Es gilt: Vektoren sind genau dann linear abhangig, wenn sich mindestens einer von ihnen als Linear-
kombination der restlichen darstellen lasst. Dies konnte als alternative (vielleicht anschaulichere)
Definition von linearer Abhingigkeit benutzt werden und ist evtl. in der Praxis etwas leichter zu
iberpriifen als die urspriingliche Definition.

Linear unabhingige Vektoren sind natiirlich nicht unbedingt paarweise senkrecht zueinander. Umge-
kehrt gilt aber:

e Jeder Satz von orthogonalen Vektoren ist linear unabhangig, sofern keiner der Vektoren der
Nullvektor ist.

e Jeder Satz von orthonormalen Vektoren ist linear unabhangig.

9 Unterrdume

Eine Teilmenge eines Vektorraums V/, welche selbst wieder ein Vektorraum ist, wird als Unterraum
(des Vektorraums V) bezeichnet.
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Wenn (iberpriift werden soll, ob eine Teilmenge eines Vektorraums ein Unterraum ist, miissen nicht
alle Eigenschaften A1-Ab5, S1-S3 und AS1-AS2 iiberpriift werden. Es geniigen die Eigenschaften
Al (d. h. durch Addition zweier Vektoren aus der Teilmenge verldsst man diese nicht) und S1 (d. h.
durch Streckung eines Vektors aus der Teilmenge verldsst man diese nicht).

In jedem Vektorraum gibt es die trivialen Unterrdume:

e der Vektorraum selbst

e der Unterraum, der nur aus dem Nullvektor besteht.

Die Menge aller Linearkombinationen aus Vektoren aj, ..., a, bildet einen Unterraum. Dieser wird
lineare Hiille der Vektoren ai, ..., a, oder als der von ay, ..., a, aufgespannte Unterraum, kurz
span(ai, ..., am), bezeichnet.

10 Dimension

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Vektoren in einem Vektorraum V wird als Dimension des
Vektorraumes bezeichnet, abgekiirzt als dim(V/).

Beispiele:

e [R" ist n-dimensional.

: X o .
e Die Menge aller Vektoren der Form < ! ) ist ein eindimensionaler Unterraum des IR?.

0
X1
e Die Menge der Vektoren | x» |, fiir die x3 + xo + x3 = 0 gilt, ist ein zweidimensionaler
X3
Unterraum des IR3.
e Sind aj, ..., an Vektoren, ist span(ay, ..., am) ein m-dimensionaler Unterraum, wenn die Vek-
toren linear unabhangig sind. Sind die Vektoren linear abhangig, ist seine Dimension kleiner als

n.
e Der Vektorraum aller Funktionen f : IR — IR ist unendlichdimensional und damit wesentlich

komplizierter als alle Vektorraume endlicher Dimension.

Aus der Definition der Dimension ergibt sich unmittelbar, dass die Dimension eines Unterraums nicht
groBer als die des urspriinglich betrachteten Vektorraums sein kann. Hieraus Idsst sich beispielsweise
direkt festlegen, welche Unterrdume IR3 besitzt:
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Box 8 Dimension und lineare Abhangigkeit in MATLAB

Die Dimension des von m Vektoren aus IR" aufgespannten Unterraums lasst sich in MATLAB leicht
berechnen, indem die Vektoren nebeneinander in eine nx m-Matrix A geschrieben werden. Dann liefert
rank (A) (der Rang der Matrix) die Dimension des von den Vektoren aufgespannten Unterraums. Ist
diese Dimension gleich der Anzahl der Vektoren m, sind die Vektoren linear unabhangig, andernfalls
linear abhangig.

e Einen O-dimensionalen Unterraum, der nur aus dem Nullvektor 0 besteht.

e Unendlich viele Unterrdaume, die von einem Vektor aufgespannt werden, also eindimensional
sind. Dies sind beliebige Geraden durch den Nullpunkt 0.

e Unendlich viele Unterrdume, die von zwei linear unabhangigen Vektoren aufgespannt werden,
also zweidimensional sind. Dies sind beliebige Ebenen durch den Nullpunkt 0.

e Den gesamten IR3.

Unterraume der Dimension n — 1 eines n-dimensionalen Vektorraums werden als Hyperebenen
bezeichnet. In jedem euklidischen Vektorraum bildet die Menge aller Vektoren, welche auf einem
gegebenen Vektor a # 0 senkrecht stehen, eine Hyperebene. Umgekehrt kann man jede Hyperebene
durch einen solchen Normalenvektor darstellen.

11 Basen

Ein Satz von Vektoren xi, x2, x3, . .. (es diirfen unendlich viele sein, streng genommen miissen sie sich
nicht einmal nummerieren lassen) heiBt Basis (des Vektorraumes, zu dem sie gehéren), wenn sich
jeder Vektor a (des Vektorraumes) in eindeutiger Weise als Linearkombination aus diesen darstellen
|asst:

a = dAxy+- 4+ AnmXm (29)

(Achtung: Eine Linearkombination besteht immer aus endlich vielen Vektoren, auch wenn die Basis
aus unendlich vielen besteht).

Die Zahlen A1, ..., Ay heiBen Koordinaten des Vektors a bzgl. der Basis. Man fasst diese oft zu
A1

einem Tupel zusammen, welches als Koordinatenvektor bezeichnet wird.
Am
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Die einfachste Basis des IR” besteht aus den n Vektoren

1 0 0
0 1 0
e = 0 . e = 0 ... en, = 0 (30)
0 0 0
0 0 1

Sie heiBt Standardbasis des IR".

Eigenschaften von Basen:

e Jede Basis ist linear unabhingig.
e In einem Vektorraum der (endlichen) Dimension n ist jeder Satz von n linear unabhéngigen

Vektoren eine Basis.

Aus einem gegebenen Satz von Vektoren xi, ..., xp, lasst sich nach dem folgenden Schema eine
Basis des von diesen Vektoren aufgespannten Unterraums auswéahlen: Beginne mit einer leeren Basis
und fiihre fiir k =1, k =2, ..., k = m nacheinander die folgenden Schritte aus: (1) Uberpriife, ob
die bisherige Basis bei Hinzunahme des Vektors x, noch immer linear unabhiangig ist. (2) Falls dies
der Fall ist, nehme x;, zur Basis hinzu.

Eine Basis aus orthonormalen Vektoren wird als Orthonormalbasis bezeichnet.

Die Koordinaten eines Vektors bzgl. einer Orthonormalbasis lassen sich wesentlich einfacher berech-
nen als bzgl. einer nicht orthonormalen Basis. Aus

a = A1X1++)\I1XI‘I
folgt ndmlich sofort
a-xj = Axyo X+ FAXnoXp = N

Statt ein lineares Gleichungssystem zu |ésen (siehe Abschnitt, miissen wir also nur Skalarprodukte
berechnen.

Zu jeder Basis aus den Vektoren x1, x2, X3, . .., X, gibt es (genau) eine reziproke Basis aus Vektoren
rn, r, r3, ..., rh, welche die Bedingungen
0 .. i#j
o — f
Xj - I { , for iy (31)

erfiillt (Abb. ).
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2 -2 -2 X

Abbildung 9: Beispiel einer Basis des IR (durchgezogene Pfeile), der von den Basisvektoren gebildeten
Elementarzelle (alle Linearkombinationen mit 0 oder 1 als Skalierungsfaktoren) und der reziproken
Basis (gestrichtelte Pfeile)

Mit Hilfe der reziproken Basis lassen sich Skalarprodukte leicht berechnen. Wird ein Vektor a bzgl.
der urspriinglichen Basis dargetellt und ein Vektor b bzgl. der reziproken Basis, also
a = Aixg+-+ Anxp
= pirn+ -+ Unly

so folgt:
a-b = Apr+---+ Appin

Die wichtigste Anwendung der reziproken Basis in den Geowissenschaften liegt in der Beschreibung
der Beugung von Rontgenstrahlen in Kristallen. Angenommen, die Atome eines Gitters ligen an den
Positionen

a = A1x1+ Aoxo 4+ A3x3

mit ganzzahligen Werten A1, A2 und As. Die einfallende Welle wird beschrieben durch einen Wel-
lenvektor k, dessen Richtung die Ausbreitungsrichtung darstellt, und dessen Lange der Kehrwert der
Wellenldnge ist (alternativ: 27 geteilt durch die Wellenlange). Konstruktive Interferenz aller Atome
des Gitters erfolgt, wenn der Gangunterschied zwischen den Wellen zwischen allen Atomen ein ganz-
zahliges Vielfaches der Wellenlange ist, also a - k—a-k eine ganze Zahl ist. Hieraus folgt, dass das
Skalarprodukt des Vektors b = k — k mit jedem Gittervektor a eine ganze Zahl ist. Stellen wir nun
b in der reziproken Basis dar, so muss

a-b = Aru1r+ Aoapi2 + Anpin
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fiir alle ganzen Zahlen A1, A\» und A3 eine ganze Zahl sein. Dies geht nur, wenn auch p1, po und us
in der Darstellung

k = k+b = k+ pir + par + pusr
ganze Zahlen sind.

Bei einer Orthonormalbasis ist die reziproke Basis identisch mit der urspriinglichen Basis. Bei anderen
Basen ist fiir die Bestimmung der reziproken Basis hingegen ein lineares Gleichungssystem zu |6sen
(siehe Abschnitt . In IR® lssst sich dies mit Hilfe des Vektorprodukts vereinfachen.

12 Lineare Abbildungen

Eine Abbildung F von einem Vektorraum in einen anderen Vektorraum (es kann auch derselbe
Vektorraum wie der erste sein) heiBt linear, wenn sie sich in folgender Weise mit der Addition und
der Streckung von Vektoren , vertragt":

L1 Fir alle Vektoren a und b ist F(a+ b) = F(a) + F(b).
L2 Fiir alle Vektoren a und alle reellen Zahlen X ist F(\a) = A F(a).

Hieraus folgen einige weitere Eigenschaften, z. B. F(0) = 0.

Man kann auch beide Kriterien zusammenfassen: Fiir alle Vektoren a und b und alle reellen Zahlen
Aund p ist
F(Aa+ pub) = MF(a)+ pF(b) (32)

Dies bedeutet, dass diejenigen Abbildungen linear sind, die sich mit der Linearkombination von Vek-
toren , vertragen".

Grundsatzlich kdnnen wir natiirlich Abbildungen von irgendeinem Vektorraum in irgendeinen Vektor-
raum betrachten. Unter diesen sind zwei Spezialfille besonders wichtig:

e Lineare Abbildungen eines Vektorraums in den einfachsten nichttrivialen (d.h. der nicht nur
aus einem Nullvektor besteht) Vektorraum, némlich in die reellen Zahlen selbst. Diese werden
als Linearformen bezeichnet.

e Lineare Abbildungen, welche von einem Vektorraum in diesen selbst gehen (also nicht von
einem Vektorraum in einen anderen). Diese werden als Endomorphismen bezeichnet und sind
ein Beispiel dafiir, dass nicht nur Geologen furchtbare Fachwérter verwenden.

Beispiele:
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F (( X1 >) _ <X2 ) definiert eine lineare Abbildung in IR,
X2 X1

X1 X1+ X3
F X = X definiert eine lineare Abbildung in IR3.
X3 X3

Ist a ein gegebener Vektor eines euklidischen Vektorraums, so ist F(x) = a- x eine Linearform,
nicht jedoch die Abbildung F(x) = x - x.

Die Abbildung F(x) = ||x|| von einem normierten Vektorraum in die reellen Zahlen ist nicht
linear.
Die Nullabbildung, welche jeden Vektor auf den Nullvektor abbildet, und die ldentitdt, die

jeden Vektor auf sich selbst abbildet (also unverdndert ldsst), sind die einfachsten linearen
Abbildungen in jedem Vektorraum. Die werden oftmals mit den Symbolen 0 und 1 gekenn-
zeichnet. Da aber ihre Wirkung dieselbe wie die Streckung um einen Faktor 0 oder 1 ist, kann
man genausogut die Symbole 0 und 1 verwenden.

Die Streckung um einen festen Faktor A, d.h. F(x) = Ax ist ebenfalls eine lineare Abbildung
in jedem Vektorraum.

Die Verschiebung um einen festen Vektor a # 0, d. h. F(x) = x+ a ist keine lineare Abbildung.

Ist w ein gegebener Vektor in IR3, so ist F(x) = w X x eine lineare Abbildung. Diese bildet den
Ort x auf die Geschwindigkeit v einer Drehbewegung bei gegebenem Winkelgeschwindigkeits-
vektor w ab.

Im Vektorraum der Funktionen f : IR — IR ist die Ableitung (die also eine Funktion f(x) auf
ihre Ableitung f'(x) abbildet) eine lineare Abbildung (stimmt aber nicht ganz).

Die Abbildungen (nicht nur die linearen, sondern alle) eines Vektorraums V in denselben Vektorraum
oder in einen anderen Vektorraum W bilden wieder einen Vektorraum. Die linearen Abbildungen
bilden einen Unterraum des Vektorraums aller Abbildungen. Lineare Abbildungen stellen also selbst
wieder Vektoren dar.

13

Lineare Abbildungen von IR? nach IR? und von IR? nach IR®

Lineare Abbildungen von IR? nach IR? bzw. IR nach R3 haben eine direkte geometrische Bedeutung.
In der Strukturgeologie beschreiben diese eine homogene Deformation eines Gesteins.

Grundsatzlich wiirde eine homogene Deformation eines Gesteins zusatzlich eine Translation um einen
beliebigen Vektor a beinhalten, also die Form F(x) -+ a haben und damit keine lineare Abbildung

25



Mathematische Grundlagen der Geowissenschaften
Stefan Hergarten
Wintersemester 2018/19

UNI
FREIBURG

verschiedene lineare Abbildungen
von V nach W

Vektorraum V Vektorraum W

(Definitionsbereich) (Wertemenge)

L(V,W) = Zusammenschluss aller dieser
linearen Abbildungen von V nach W

Abbildung 10: Illustration des Vektorraums der linearen Abbildungen von einem Vektorraum in einen
anderen Vektorraum. Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Lineare_Abbildung

sein. Hier vernachlassigen wir aber die Translation, weil sie sich in der Geologie nicht rekonstruieren
|asst und fiir die eigentliche Deformation nicht relevant ist.

Da der Fall IR? — IR? weniger Schreibarbeit als der Fall IR3 — IR bedeutet und anschaulicher ist,
beschranken wir uns zunichst auf diesen. Alles weitere gilt aber analog in IR".

Im Folgenden leiten wir eine einfache Darstellung beliebiger linearer Abbildungen von IR? nach IR? her.

Jeder Vektor x = <§1 > [asst sich als Linearkombination der Vektoren e; = ( (1) ) und e = < (1) >
2

darstellen:
X = X161 + X2€2

Fiir jede lineare Abbildung F gilt daher
F(x) = F(xie1 + x0e) = x1 F(e1) + x2 F(e2) (33)

Nennen wir

Fle) = <"’11> und F(e) = <312> (34)

ani a2

konnen wir schreiben:
F(x) — x (all ) + % ( a2 ) _ <311X1 + aioxo ) (35)
asy azn ar1x1 + axnxy

26



Mathematische Grundlagen der Geowissenschaften
Stefan Hergarten
Wintersemester 2018/19

UNI
FREIBURG

Jede lineare Abbildung von IR? nach IR? kann also durch Angabe von vier Zahlen charakterisiert
werden.

14 Matrizen

Fiir die Darstellung einer linearen Abbildung aus dem letzten Abschnitt gibt es eine Kurzschreibweise.
Man ordnet die vier Zahlen ai1, a2, a»1 und a»s als 2 x 2-Matrix an:

A - <311 a1 > (36)

az1 a2

Ax — < a1 a1 > <X1 ) _ <811X1 + a1ax2 ) (37)
art ax X2 az1X1 + axnxo
A heiBt Matrix zu F. Die Anwendung von F auf einen Vektor x kann also dargestellt werden als
Multiplikation der Matrix A mit x:

und definiert

F(x) = Ax (38)

Die erste Spalte der Matrix ist also der Vektor, der herauskommt, wenn man F auf e; anwendet, die
zweite Spalte ist F(e2).

Zumindest in IR? kénnen wir also lineare Abbildungen und Matrizen miteinander identifizieren und
miissen diese nicht strikt unterscheiden. Die Begriffe, die wir im Folgenden kennenlernen, sind auf
lineare Abbildungen und Matrizen gleichwertig anwendbar.

Zur Nullabbildung gehort natiirlich die Nullmatrix < 00 > Zur Identitat gehort die Einheitsma-

00
tI’iXE2:<(1) ?)

In beliebigen (endlichdimensionalen) Vektorraumen ist der Begriff der Matrix etwas komplizierter und
an eine konkrete Basis gebunden. Angenommen, diese Basis besteht aus den xg, ..., X,. Dann wird
die Abbildung F auf den ersten Basisvektor (x;) angewandt und das Ergebnis als Linearkombination
der Basisvektoren geschrieben:

F(x) = paxi+ -+ fim¥n (39)

Die Koordinaten 1, ..., p, bilden dann die erste Spalte der Matrix A. Die Anwendung von F auf
die weiteren Basisvektoren liefert entsprechend die weiteren Spalten von A.

Die Bedeutung der Matrix ist grundsitzlich dieselbe wie in IR2. Hat ein Vektor x die Koordina-
ten A1, ..., A, bzgl. einer gegebenen Basis xi, ..., xp, so gilt fiir die Koordinaten p1, ..., pu, des
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Ergebnisvektors F(x):

M1 ail .- ain )\1 )\1
= | .. . . ] = aAl . (40)

Hn dpl .- dnn An An

Zu beachten ist, dass die Matrix A sowohl von der linearen Abbildung F als auch von der gewahlten
Basis abhangt.

Grundsétzlich |dsst sich dies auch auf lineare Abbildungen von einem Vektorraum in einen anderen
Vektorraum verallgemeinern, wobei dann zwei Basen bendtigt werden.

15 Verkettung linearer Abbildungen und Matrixmultiplikation

2 x2-Matrizen lassen sich (wie Matrizen beliebiger GroBe) nach naheliegenden Regeln addieren und
mit Zahlen multiplizieren:

< ail ar > n ( bi1 b1z > _ ( a1 + bir a2 + b1z )
a1 ax bx1 by ar1 + bo1  ax + b

)\( ail amn ) _ ( Aail Aar )

a1 ax Aax1 Aax

Da diese Addition und Multiplikation mit Zahlen alle in Abschnitt [1| aufgestellten Bedingungen an
einen Vektorraum erfiillt, bilden die 2 x2-Matrizen selbst wieder einen Vektorraum. Seine Dimension
ist vier. Dasselbe gilt fiir die linearen Abbildungen des IR? mit der Addition und Multiplikation mit

Zahlen:
(F+ G)(x) = F(x) + G(x) und (AF)(x)=AF(x)

Mit linearen Abbildungen kann man aber mehr machen als Addition und Multiplikation mit Zahlen:
Man kann zwei (oder auch mehrere) lineare Abbildungen hintereinander ausfiihren, wobei sich wieder
eine lineare Abbildung ergibt. Im Fall von zwei linearen Abbildungen F und G lasst sich dies leicht
einsehen:

F(G(Aa+ pb)) = F(AG(a) + nG(b)) = AF(G(a)) + nF(G(b))

Die Hintereinanderausfiihrung — auch als Verkettung bezeichnet — kann als eine Multiplikation
angesehen werden. Diese wird entweder mit einem Kreis F o G oder ohne Multiplikationssymbol FG
geschrieben. Lineare Abbildungen sind also Vektoren, die sich miteinander so multiplizieren lassen,
dass das Ergebnis wieder ein Vektor ist. Fiir diese Multiplikation gelten einige der Regeln, die fiir die
Multiplikation von Zahlen gelten. Zwei Eigenschaften der Multiplikation reeller Zahlen gelten fiir die
Verkettung linearer Abbildungen allerdings nicht:
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e Die Verkettung linearer Abbildungen ist nicht kommutativ, d. h. i. A. ist FG # GF (FG heiBt
zuerst G, danach F).

e Waihrend es zu jeder reellen Zahl x # 0 eine inverse Zahl % (auch als x~! bezeichnet) gibt,

sodass x% = 1, gibt es nur fiir einige lineare Abbildungen F eine Inverse F~! sodass GF =

FG =1 (1 = Identitit). Solche Abbildungen werden als invertierbar bezeichnet.

Da die Verkettung zweier linearer Abbildungen wieder linear ist, besitzt (zumindest) in IR? auch diese

eine Matrix. Sei A = ( 91 ) die Matrix zur Abbildung F, und B = ( bu  br ) die Matrix
do1 a2 b21 b22

zur Abbildung G. Dann gilt:
ail an bi1x1 + bioxo
F(G = A(Bx) =
(6(3)) (Bx) < a1 ax > <b21X1 + b2ox2 )
_ < (a11b11 + a12b21) x1 + (a11b12 + a12b22) X2 >
(az1b11 + a22bo1) x1 + (a21b12 + azx2b22) x2

< aiibi1 + aobo1  ar1bio + arzbo >
X
ar1bi1 + axobo1  a21b1o + axaboo

Die Matrix der Verkettung FG ist also das folgende Produkt der Matrizen A und B:

_( auibi1 +a2bo1  ai1bix + anbxn
AB =
ar1b11 + axobo1  ax1bip + axbo

Diese Multiplikation wird als Matrixmultiplikation bezeichnet. Man kann sie sich beispielsweise auf
folgende Arten einpragen:

e j-te Zeile von A mal j-te Spalte von B ergibt das Element in der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte. Kurz: Zeile mal Spalte.

e Multiplikation von A mit der j-ten Spalte von B liefert die j-te Spalte der Produktmatrix.

Fiir die Matrixmultiplikation gelten natiirlich dieselben Regeln wie fiir die Verkettung linearer Abbil-
dungen, d. h. also auch dieselben wie fiir die Multiplikation reeller Zahlen, auBer:

e Die Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ, d. h. i. A. ist AB # BA.

e Es gibt nicht zu jeder Matrix A # 0 eine Inverse.

16 Bild, Kern und Rang von linearen Abbildungen

Ist F eine lineare Abbildung von einem Vektorraum V in einen anderen (oder denselben) Vektorraum
W, wird die Teilmenge von W, welche tatsachlich von F erreicht wird, als das Bild von F bezeichnet,
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Box 9 Bild, Rang und Kern von Matrizen in MATLAB

Der Rang einer Matrix A ldsst sich mittels rank (A) berechnen, was wir bereits vorher fiir die Bestim-
mung linearer Unabhangigkeit verwendet haben. Dariiber hinaus liefert orth(A) eine Orthonormal-
basis (bzgl. der Standard-Skalarprodukts) des Bildes von A und null(A) eine Orthonormalbasis des
Kerns von A. Auf diese Art Idsst sich u.a. leicht herausfinden, wie man linear abhangige Vektoren
zum Nullvektor kombinieren kann.

abgekiirzt als im(F) (leider dasselbe Symbol wie fiir den sogenannten Imaginarteil von komplexen
Zahlen).

Das Bild einer linearen Abbildung, im(F), bildet nicht nur eine Teilmenge von W, sondern einen
Unterraum von W. Seine Dimension wird als Rang von F bezeichnet, abgekiirzt als rank(F).

Der Kern einer linearen Abbildung F, ker(F), ist die Teilmenge von V/, welche auf den Nullvektor
abgebildet wird: F(x) = 0. Alternativ wird der Kern auch als Nullraum bezeichnet.

Fiir das Bild und den Kern einer linearen Abbildung gilt die Dimensionsformel

dim(V) = dim(ker(F)) +dim(im(F)) = dim(ker(F)) -+ rank(F) (41)

Nehmen wir V = IR” und W = IR™ und die jeweiligen Standardbasen, lassen sich die Begriffe
Bild, Rang und Kern sowie die Dimensionsformel sofort auf m x n-Matrizen (m Zeilen, n Spalten)
ibertragen. Dabei kann der Rang der Matrix als maximale Anzahl linear unabhingigen Spalten, die
man aus der Matrix auswahlen kann, interpretieren.

17 Lineare Gleichungssysteme

Jedes lineare Gleichungssystem mit m Gleichungen der Form

anxi + .. 4+ axs = b
+ o+ = (42)
amXxi + ... + amnXn = bm
fiir die n Unbekannten xi, ..., x, lasst sich in Matrixform
Ax = b (43)

schreiben mit der m x n-Matrix

ail ... din
A = (44)

adml .- amn
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Box 10 Losung linearer Gleichungssysteme in MATLAB

Der Standardoperator fiir das Losen eines linearen Gleichungssystems der Form Ax = b ist die
sogenannte Linksdivision \. Die Losung wird bestimmt durch x = A\b. Als Eselsbriicke kann man
sich das so merken, dass beide Seiten des Gleichungssystems durch die Matrix geteilt werden, die
Division aber von links erfolgen muss, weil die Matrix im Ausdruck Ax links steht. Bei der Lésung
eines linearen Gleichungssystems auf diese Weise sind aber zwei Dinge zu beachten:

(i) Es wird immer nur eine Losung geliefert, auch wenn das Gleichungssystem mehrere Losungen be-
sitzt. Die Gesamtheit aller Losungen lasst sich bei Bedarf iiber den Kern von A bestimmen (null(4)).
(i) Auch wenn das Gleichungssystem keine Losung besitzt, liefert x = A\Db ein Ergebnis (sieht Ab-
schnitt . Jedenfalls empfiehlt es sich, im Zweifelsfall z. B. mit norm(A*x-b) zu uberpriifen, ob
wir eine (hinreichend genaue) Losung erhalten haben.

und der rechten Seite

b= | .. |. (45)
bm

Ist b =0, wird das Gleichungssystem als homogen bezeichnet, ansonsten als inhomogen.

Ob das lineare Gleichungssystem eine Losung besitzt, hdngt nicht nur von der Matrix A ab, sondern
auch von der rechten Seite b. Falls rank(A) = m (Anzahl der Zeilen) ist, umfasst das Bild von A den
gesamten R™, d. h. das lineare Gleichungssystem besitzt dann fiir jede rechte Seite b eine Losung.

Die Eindeutigkeit der Losung (sofern es eine Losung gibt) hangt dagegen nur von der Matrix A
und nicht von der rechten Seite b ab. Besteht der Kern A nur aus dem Nullvektor, besitzt das
homogene Gleichungssystem Ax = 0 nur den Nullvektor als Lésung. In diesem besitzt das inhomogene
Gleichungssystem Ax = b hochstens eine Losung.

Umfasst der Kern von A nicht nur den Nullvektor, d. h. wenn es Vektoren X gibt, sodass Ax = 0, so
kann man diese Vektoren zu jeder Lésung x hinzuaddieren und erhdlt wieder eine Losung, denn

A(x+X) = Ax+AXx = b+0 = b (46)

Die Eindeutigkeit der Losung (sofern es eine Losung gibt) ist also an die Bedingung gebunden,
dass der Kern von A nur den Nullvektor enthilt. Nach der Dimensionsformel (Gl. bedeutet dies
rank(A) = n.

18 Die Methode der kleinsten Quadrate

Nach den Betrachtungen zur Losbarkeit aus dem letzten Abschnitt kann ein lineares Gleichungssystem
Ax = b nicht fiir jede rechte Seite |6sbar sein, wenn die Anzahl der Gleichungen groBer als die Anzahl
der Unbekannten ist (m > n, iiberbestimmtes Gleichungssystem). In diesem Fall kann es trotzdem
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Box 11 Uberbestimmte Gleichungssysteme in MATLAB

Besitzt ein lineares Gleichungssystem der Form Ax = b keine Lésung, so liefert die Linksdivision x =
A\b automatisch die beste Losung im Sinne der euklidischen Norm. Man muss sich also nicht selbst
um die Normalengleichungen kiimmern.

sinnvoll sein, einen Vektor x so zu bestimmen, dass die Norm der verbleibenden Abweichung Ax — b
minimal wird.

Dies geht am einfachsten, wenn wir die euklidische Norm verwenden. In diesem Fall ergibt sich die
Losung dadurch, dass die verbleibende Abweichung Ax — b im Sinne der euklidischen Norm senkrecht
auf dem Bild von A steht. Dies lasst sich formal durch die Normalengleichungen

ATAx = ATb (47)

ausdriicken, wobei AT die Transponierte der Matrix A ist (Zeilen und Spalten vertauscht, d.h.,
(AT); = Aji). Dieses Gleichungssystem besteht aus n Gleichungen fiir n Unbekannte und besitzt
immer (mindestens) eine Losung.

Da die euklidische Norm die (Wurzel aus der) Summe der Quadrate der Abweichungen beschreibt,
bezeichnet man diese Methode auch als Methode der kleinsten Quadrate.

19 Linearer Fit

Angenommen, wir haben m Messwerte vy, uo, ..., Unm, welche zu verschiedenen Zeiten t1, to, ..., tm
(oder an verschiedenen Orten oder unter irgendwie verschiedenen Bedingungen) gemessen wurden.
Nehmen wir weiter an, dass wir eine Vorstellung davon haben, wie die Daten zustandegekommen
sind, also dass diese theoretisch durch eine Funktion f(t) beschrieben werden. Mégliche Funktionen
konnten beispielsweise sein:

eine Gerade f(t) =at+ b

ein Polynom n-ten Grades f(t) = a,t" 4+ a,_1t" 1 +--- +art + ap
eine Exponentialfunktion f(t) = ae

eine harmonische Schwingung f(t) = a+ b cos(wt) + ¢ sin(wt)

Alle diese Funktionen enthalten anpassbare Parameter. Meist ist jedoch die Anzahl dieser Parameter
viel geringer als die Anzahl m der Messwerte, sodass das Gleichungssystem

f(tl) = u, f(tg) = uz, ... , f(tm) = Unm (48)
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iberbestimmt und damit i. A. nicht Iosbar ist. Demnach besteht das Ziel darin, die Parameter so zu
bestimmen, dass die Abweichung zwischen den theoretischen Werten f(t;) und den Messwerten u;
moglichst gering ist. Hierfiir fasst man die theoretischen Werte und die Messwerte jeweils zu Vektoren
f und u aus IR™ zusammen und stellt die Bedingung, dass ||f — u|| minimal werden soll. Hierbei
kann eine beliebige Norm verwendet werden. Die Eigenschaften verschiedener Normen in diesem
Zusammenhang wurden in Aufgabe 2 untersucht.

Im einfachsten Fall hangen die theoretischen Werte linear von den Parametern ab, d. h. die theoreti-

schen Werte sind eine Linearkombination gegebener Funktionen 1(t), ..., @n(t):
f(t) = Apa(t) + -+ Anpn(t) (49)
wobei A1, ..., Ap die zu bestimmenden Parameter sind. In diesem Fall spricht man von einem linearen

Fit. Man beachte, dass dies nicht bedeutet, dass auch die Funktionen ;(t) linear sein miissen. Auch
die Anpassung eines Polynoms beliebigen Grades ist ein lineares Minimierungsproblem.

Dies lasst sich auch schreiben als

AN = u (50)

™ ) o palts) M
A = und A = (51)

o1(tm) o en(tm) An

Somit wére im Idealfall das lineare Gleichungssystem AX = u zu |6sen bzw. da dies i. A. nicht geht,
ist A so zu bestimmen, dass ||AX — u|| minimal wird. Die Vorgehensweise hierfiir bei Verwendung
der euklidischen Norm wurde in Abschnitt [18| beschrieben. Bei Verwendung anderer Normen ist der
lineare Fit allerdings komplizierter (siehe Aufgabe 14).

20 Matrizen unter Basiswechsel

Angenommen, eine lineare Abbildung F des IR"” hat die Matrix A bzgl. der Standardbasis, und wir
wollen deren Matrix A bzgl. einer gegebenen anderen Basis bestimmen. Wie in Abschnitt beschrie-
ben, miissen wir hierfiir F auf die jeweiligen Basisvektoren by, ..., b, anwenden und die Koordinaten
der erhaltenen Vektoren F(by), ..., F(b,) bestimmen. Diese Koordinaten bilden schlieBlich die Spal-
ten der neuen Matrix A. Schreiben wir die Vektoren b1, ..., b, nebeneinander in eine Matrix B,
so lasst ist die Bestimmung der Koordinaten A1, ..., A, eines beliebigen Vektors x ein lineares
Gleichungssystem der Form

B\ = x. (52)

Da die Basisvektoren linear unabhiangig sind, ist die Matrix B invertierbar, und die Losung des
Gleichungssystems ist
A = B (53)
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Dies miissen wir nun auf die Vektoren F(b1) = Abs, ..., F(b,) = Ab, anwenden, woraus sich die
i-te Spalte der neuen Matrix A als B~ Ab; ergibt. Schreiben wir nun alle Spalten nebeneinander, so
erhalten wir die Basiswechselformel

A = B71AB. (54)

21 Spur und Determinante

Die Spur einer quadratischen n x n-Matrix A ist definiert als die Summe der Diagonalelemente
tr(A) = a1 +axn + -+ an, (55)

wobei tr fiir trace steht. Die Spur ist eine Linearform des Vektorraumes der n x n-Matrizen, d.h. es
gilt:
tr(A+ B) = tr(A) +tr(B) und tr(AA) = Atr(A) (56)

Dariiber hinaus gilt:
tr(AB) = tr(BA) (aber # tr(A)tr(B)) (57)

Mit Hilfe der Basiswechselformel (Gl. folgt daraus
tr(A) = tr(B'AB) = tr(ABB™1) = tr(A) (58)

Dies bedeutet, dass die Spur der Matrix zu einer linearen Abbildung von der gew&hlten Basis un-
abhingig ist. Daraus definiert man die Spur einer linearen Abbildung F in einem (endlichdimensio-
nalen) Vektorraum als die Spur ihrer Matrix bzgl. einer beliebigen Basis.

Die Determinante einer 2 x 2-Matrix ist definiert als
detA = aj1a» — apan (59)
und die einer 3 x 3-Matrix als
detA = 211320333 + 312323331 + 313321332 — 311323332 — 312a21a32 — 13322331 (60)

(Abb. . Dies lasst sich auch auf groBere quadratische Matrizen verallgemeinern, wobei dann alle
Permutationen der Spalten zu betrachten sind (was bei einer 4 x 4-Matrix schon 4! = 24 sind und
schnell sehr viel wird).

Die Eigenschaften einer Matrix hdngen fundamental dacon ab, obihre Determinante ungleich 0 ist.
Hierbei sind die folgenden Kriterien dquivalent:

1. det(A) # 0
2. rank(A) = n
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Abbildung 11: Berechnung der Determinante einer 3 x 3-Matrix und Interpretation als Volumen
eines Parallelepipeds. Quellen: https://de.wikipedia.org/wiki/Regel_von_Sarrus (von Eisenbahn%s
- Eigenes Werk, CC-BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=46339927),
https://en.wikipedia.org/wiki/Determinant (by Claudio Rocchini - Own work, CC BY 3.0, htt-
ps://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=2788190).

3. ker(A) = {0}
4. A ist invertierbar.

5. Die Spalten von A sind linear unabhingig.
Die wichtigsten Eigenschaften der Determinante sind:
e Die Determinante eine Matrix dndert sich nicht, wenn man ein Vielfaches einer Spalte zu einer

anderen Spalte addiert.

e Fiir 2 x 2 Matrizen ist |detA| die Fliche des des von den beiden Spalten (als Vektoren des IR
interpretiert) aufgespannten Parallelogramms, und fiir 3 x 3-Matrizen das Volumen des von
den drei Spalten aufgespannten Parallelepipeds (Abb. .

o det(AB) = det(A)det(B)
Aus der letzten Eigenschaft folgt, wie schon bei der Spur, dass die Determinante der Matrix zu einer
linearen Abbildung von der gewahlten Basis unabhiangig ist:

det(A) = det(B 1AB) = det(B~!)det(A)det(B) = det(B~1B)det(A) = det(A). (61)

Daraus definiert man die Determinante einer linearen Abbildung F in einem (endlichdimensionalen)
Vektorraum als die Determinante ihrer Matrix bzgl. einer beliebigen Basis. Damit ist |det(F)| die
relative Volumenanderung, die F verursacht. Ist |[det(F)| < 1, verkleinert F Volumina, ist |det(F)| >
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Box 12 Spur und Determinante in MATLAB
MATLAB besitzt entsprechende Funktionen mit den Namen trace und det.

1, vergroBert F Volumina. Entsprechend sind die linearen Abbildungen mit det(F) = +1 diejenigen,
bei denen Volumina unverdndert bleiben. In der Strukturgeologie werden die linearen Abbildungen
mit det(F) = 1 als Scherungen bezeichnet.

Im Gegensatz zur Spur ist die Determinante ist allerdings keine lineare Abbildung, i. A. ist

det(A+ B) # det(A) +det(B) und det(AA) # Adet(A)

22 Eigenwerte

Besondere Bedeutung fiir eine lineare Abbildung F haben die Vektoren x # 0, welche durch die

Abbildung nur gestreckt bzw. gestaucht werden (d. h. anschaulich, deren Richtung sich nicht dndert):
F(x) = Ax (62)

Solche Vektoren werden als Eigenvektoren von F (oder der zugehdrigen Matrix A) bezeichnet. In
der Strukturgeologie werden diese als nichtrotierende Linien bezeichnet. Der Streckungsfaktor A
wird als Eigenwert bezeichnet.

Die Eigenvektoren zu einem gegebenen Eigenwert A bilden (wenn man den Nullvektor, der streng
genommen kein Eigenvektor ist, hinzunimmt) einen Unterraum, der als Eigenraum zum Eigenwert
A bezeichnet wird. Diese Eigenrdume konnen ein- oder mehrdimensional sein.

Die Eigenwertbedingung (Gl. lisst sich umschreiben als
(F-Al)x = 0, (63)

was bedeutet, der Eigenraum zu einem beliebigen Wert A der Kern der der linearen Abbildung
F(x) — Al ist. Demnach ist A ein Eigenwert von F, wenn der Kern von F(x) — A1 nicht nur aus dem
Nullvektor besteht. Dies heit wiederum, dass

det(F—A1) =0 (64)
sein muss. Diese GroBe wird als charakteristisches Polynom von F bezeichnet:
Pe(A) = det(F — A1) (65)

Die Eigenwerte einer linearen Abbildung F sind also die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms
Pe(A).
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Ist F eine lineare Abbildung eines n-dimensionalen Vektorraums, so ist Pr(\) ein Polynom n-ten
Grades des Form:

Pe(N) = (—=1)"A" + (=1)"1tr(F)A" + ... + det(F) (66)

Die n Koeffizienten des Polynoms auBer (—1)" (also (—1)"1tr(F), det(F) und n — 2 kompliziertere
Ausdriicke) werden als die Invarianten von F bezeichnet.

Im ldealfall besitzt der betrachtete Vektorraum sogar eine Basis aus Eigenvektoren von F. Dann ist
die Matrix von F bzgl. dieser Basis eine Diagonalmatrix

A 0 0
0 X 0 .. 0
D = (67)
0 ... 0 X1 O
0o .. .. 0 A
wobei die Diagonalelemente A1, ..., A, die Eigenwerte von F sind. Hieraus ergibt sich sofort

tr(F) = M+X+---+X,
det(F) = Atha..An

Nach der Basiswechselformel (Gl. bedeutet Gl.
B™'AB = D, (68)

wobei A die Matrix von F bzgl. der Standardbasis ist, und die Spalten von B die Basis aus Eigenvek-
toren von F enthalten. Solche Matrizen A werden als diagonalisierbar bezeichnet. Demnach l3sst
sich jede diagonalisierbare Matrix A darstellen als

A = BDB™L. (69)
Fiir lineare Abbildungen des IR? (bzw. 2 x 2-Matrizen) kénnen die folgenden Fille auftreten:

1. Pr()) besitzt zwei voneineinander verschiedene Nullstellen A; und Az, d.h., F besitzt zwei
verschiedene Eigenwerte. Die entsprechenden Eigenvektoren bilden eine Basis des IR? (welche
aber nicht unbedingt orthogonal ist), und die Matrix von F bzgl. dieser Basis hat die Form

(a0
o= (% %)
2. Pp(A) besitzt keine Nullstellen, d. h., F besitzt keine Eigenwerte (z. B. Drehung).

3. Pg()) besitzt eine (doppelte) Nullstelle A. Dann gibt es zwei Falle:
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Box 13 Eigenwerte und Eigenvektoren in MATLAB
Eigenwerte und zughorige Eigenvektoren einer Matrix werden in MATLAB mit der Funktion eig
berechnet. Diese liefert normierte und nach Moglichkeit orthogonale Eigenvektoren.

(a) Der Eigenraum zu X ist zweidimensional, d.h., der gesamte IR?. In diesem Fall ist F
einfach eine Streckung um den Faktor A und hat bzgl. jeder Basis die Matrix

A0
>~ (51
(b) Der Eigenraum zu A nur eindimensional. Dann kdnnen wir eine Basis bilden aus einen
Eigenvektor von F und einem weiteren Vektor, und F hat bzgl. dieser Basis die Matrix

o= (31)

mit irgendeiner Zahl p # 0. Die einfache Scherung (Abschnitt fallt in diese Kategorie.

23 Die einfache Scherung

Eine einfache Scherung in IR? ist eine lineare Abbildung F, welche nur A = 1 als Eigenwert hat,
und bei der die Dimension des zugehdrigen Eigenraums 1 ist. In IR ist die Definition dieselbe, auBer
dass der Eigenraum zum Eigenwert A = 1 zweidimensional ist.

Demnach gibt es eine (sogar orthonormale) Basis, sodass die Matrix von F die Form

N 1 5 1 0 ~

A_<OY) bzw. A= [0 1 0 (70)
0 01

Die Zahl ~y (eigentlich |y|) wird als Shear Strain bezeichnet.

Aus Gl. [70| folgt sofort, dass fiir jede einfache Scherung

tr(F) = n (Dimension des Raumes)
det(F) = 1 (wie fiir jede Scherung)

gilt. Die Umkehrung gilt allerdings nur in IR2. Wenn tr(F) = 2 ist und det(F) = 1, dann handelt es
sich um eine einfache Scherung.

Die Matrix einer einfachen Scherung in IR?> mit gegebenem Shear Strain und gegebener Scherachse
bzgl. der Standardbasis ldsst sich folgendermaBen aufschreiben: Ist o der Winkel der Scherachse
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gegeniiber der x;-Achse, so ist a = ( E?rfg ) der entsprechende Eigenvektor. Durch Hinzunahme des
Vektors b = ( —Cgisnaa ) ergibt sich dann eine Orthonormalbasis des IR?. Mit der Matrix
B — (ab) — <c9sa —sma)
sina cosa
lasst sich die Matrix der Scherung dann darstellen als
~ _ ; 2
A - BAB-! — < 1 7co.sc2xsmoz < cos a > (71)
—sin“ a 1+ ~vcosasina
Daraus ergibt sich
Y = ad12 —az (72)
cos(2a) = cos’a —sina = 212+ 221 (73)
a2 — az
sin(2a) = 2cosasina = 222+ an (74)
a2 — az

24 Die adjungierte Abbildung

Ist F eine lineare Abbildung eines euklidischen Vektorraums, so heiBt eine lineare Abbildung G
(desselben Vektorraums) zu F adjungiert, wenn fiir alle Vektoren x und y gilt:

F(x)-y = x-G(y) (75)
Hierfiir wird meist die Bezeichnung G = F* gewahlt.

In IR" mit Standard-Skalarprodukt gibt es zu jeder linearen Abbildung F genau eine adjungierte
Abbildung F*, was sich folgendermaBen einsehen ldsst: Ist

dil1 ... diln
A =

anl .- dnn

die Matrix von F bzgl. der Standardbasis, so gilt

F)-y = (A)y = D DY Ak |y = D x (ZAW;) = X~<ATX> (76)
=1 \i=1

i=1 \ j=1

a1 ... am
AT = (77)

din .-~ dnn
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die Transponierte der Matrix A ist. Die zu F adjungierte lineare Abbildung F* hat also die Transpo-
nierte der Matrix von F als Matrix. Dies gilt nicht nur bzgl. der Standardbasis in IR”, sondern in jedem
euklidischen Vektorraum endlicher Dimension, sofern die verwendete Basis eine Orthonormalbasis ist.

Direkt aus der Definition der adjungierten Abbildung einzusehen ist die Beziehung

(FG)* = G*F* bzw. (AB)T = BTAT (78)

25 Orthogonale Abbildungen

Eine lineare Abbildung F (oder die entsprechende Matrix) in einem euklidischen Vektorraum heiBt
orthogonal, wenn sie die Langen von Vektoren und die Winkel zwischen Vektoren nicht verandert,
also wenn sie das Skalarprodukt von Vektoren nicht dndert:

(F(x))-(F(y)) = x-y (79)
Nach GI. ist dies dazu aquivaltent, dass F*F = 1 ist bzw. dass
F* = F1 bzw. AT = A7l (80)

fiir die entsprechenden Matrizen. Die Bedingung AT A = E, lasst sich auch so interpretieren, dass
die Spalten einer orthogonalen Matrix orthonormal sind.

Orthogonale Abbildungen sind Drehungen, Spiegelungen und Kombinationen aus solchen.
Fiir die Determinante einer orthogonalen Abbildung gilt:
(det(F))2 = det(F*)det(F) = det(F*F) = det(1l) = 1 (81)

sodass
det(F) = +1 (82)

sein muss. Umgekehrt ist natiirlich nicht jede Abbildung mit det(F) = +1 orthogonal.

Diejenigen orthogonalen Abbildungen mit det(F) = 1 werden als Drehungen bezeichnet, diejenigen
mit det(F) = —1 enthalten zusitzlich eine Spiegelung.

Drehungen in IR? sind sehr einfach darstellbar. Die Matrix R einer Drehung in IR? bzgl. der Stan-

dardbasis lautet .
R ( cosa —sina > (83)

sina  cos«

wobei « der Drehwinkel (gegen den Uhrzeigersinn) ist.
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Jede Drehung in R3 (grundsitzlich in jedem Raum ungerader Dimension) besitzt eine Drehachse,
also einen (mindestens) eindimensionalen Eigenraum zum Eigenwert A = 1. Bei einer Drehung um
die x3-Achse lautet die Matrix bzgl. der Standardbasis

cosa —sina 0
R = sina cosa 0 |, (84)
0 0 1

wobei « wieder der Drehwinkel (gegen den Uhrzeigersinn) ist. Dieselbe Darstellung ergibt sich,
wenn bei beliebiger Drehachse eine Orthonormalbasis gewahlt wird, bei der der dritte Basisvektor in
Richtung der Drehachse zeigt. Bei beliebiger Drehachse und Standardbasis ist die Matrixdarstellung
einer Drehung aber wesentlich komplizierter.

Beliebige Drehungen lassen sich mit Hilfe der Exponentialfunktion darstellen. Diese ist wie bei
reellen Zahlen definiert als

o0

1 1 1
exp(F) = —F" = 1+F+§F2+6F3+... (85)
n=0

Ist F eine lineare Abbildung mit F* = —F (siehe Abschnitt , d.h. die Matrix von F bzgl. einer
Orthonormalbasis hat die Eigenschaft AT = —A, so ist

R = exp(F) (86)

eine Drehung. Die Umkehrung gilt auch, d. h., jede Drehung lasst sich gemaB Gl.[86]durch eine lineare
Abbildung F mit F* = —F darstellen. In IR? lautet die entsprechende Matrix von F

A:(i‘o‘l), (87)

wobei « der Drehwinkel (im BogenmaB, gegen den Uhrzeigersinn) ist. In IR3 bendtigen wir einen
Vektor «, der in Richtung der Drehachse zeigt, und dessen Linge dem Drehwinkel entspricht. Dann
ist

F(x) = axx (88)
bzw. die Matrix von F
0 —ap
A = a3 0 —Qq (89)
—ay Q1 0

26 Selbstadjungierte Abbildungen

Lineare Abbildungen, deren Adjungierte gleich der urspriinglichen Abbildung ist, d. h. F* = F, heiBen
selbstadjungiert oder symmetrisch.
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Box 14 Exponentialfunktionen in MATLAB

Neben der Exponentialfunktion exp fiir reelle Zahlen, welche auch elementweise auf Vektoren und
Matrizen angewandt werden kann, besitzt MATLAB eine Funktion expm fiir quadratische Matrizen,
welche der in diesem Abschnitt verwendeten Definition entspricht.

Dieselbe Definition wird auch fiir Matrizen angewandt, d.h. quadratische Matrizen mit AT = A
werden als symmetrisch bezeichnet. Die Bezeichnung selbstadjungiert ist im Zusammenhang mit
Matrizen allerdings nicht gebrduchlich.

Ist F eine selbstadjungierte lineare Abbildung, sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
nicht nur linear unabhangig, sondern sogar orthogonal. Ist a Eigenvektor zum Eigenwert A und b
Eigenvektor zum Eigenwert u, gilt:

Aa-b = F(a)-b = a-F(b) = pa-b, (90)
was fiir A # p nur sein kann, wenn a- b = 0 ist.

Dariiber hinaus sind alle selbstadjungierten linearen Abbildungen diagonalisierbar (der Beweis ist
etwas aufwandiger), sodass es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F gibt.

Hieraus folgt, dass sich jede symmetrische Matrix A darstellen l3sst als
A = BDBT, (91)
wobei D eine Diagonalmatrix und B eine orthogonale Matrix ist (eigentlich sogar eine Drehmatrix).

Symmetrische Scherungen, also lineare Abbildungen mit F* = F und det(F) = 1, werden als rei-
ne Scherung oder als Pliattung bezeichnet. Diese strecken bzw. stauchen 3 (bzw. 2) zueinander
senkrechte Achsen um verschiedene Faktoren, sodass das Produkt der Faktoren 1 ist.

Die wohl wichtigste Anwendung selbstadjunigerter Abbildungen (bzw. symmetrischer Matrizen) in
der Geologie stellt der Spannungstensor dar. Hierbei betrachtet man eine kleine (ndherungsweise
ebene) Flache in irgendeinem Medium und charakterisiert ihre Orientierung durch einen Normalen-
einheitsvektor n. Dann ist die Kraft pro Flache, die auf diese Flache wirkt, gegeben durch on, wobei
o eine selbstadjungierte lineare Abbildung des IR (oder eine symmetrische 3 x 3-Matrix) ist und als
Spannungstensor bezeichnet wird. Aus der Symmetrie von o folgt, dass es immer drei aufeinander
senkrechte Richtungen gibt, bei denen die Kraft in Richtung von n (oder in Gegenrichtung) zeigt, also
senkrecht auf der Flache steht. Diese drei Richtungen werden als Hauptspannungsachsen bezeichnet,
und die zugehorigen Eigenwerte o1, 02 und o3 als Hauptspannungen.

Die Komponente von on, welche in Richtung von n zeigt, also (on) - n, stellt die Spannung senkrecht
zu betrachteten Flache dar. Diese bezeichnet man als Normalspannung, wahrend die Komponente
senkrecht zu n (also der Rest) als Scherspannung bezeichnet wird.

Allgemein bezeichnet man den Ausdruck F(x)-x als quadratische Form von F. Ist by, ..., by eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten A\; > Ay > --- > Aj, so lasst sich jeder
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Box 15 Singuldrwertzerlegung in MATLAB
MATLAB besitzt eine Funktion svd fiir die Singularwertzerlegung einer Matrix.

Vektor x als
X = p1by + -+ pnbp, (92)
darstellen, und die quadratische Form ist
F(x)-x = pfha+--+ ppAn. (93)
Unter allen Einheitsvektoren, also
IXIP = i+ 4w = 1, (94)

Wird die quadratische Form maximal fiir u; = +1, up = ... up = 0, also fiir x = +b; und hat dabei
den Wert \1. Sie wird minimal fiir x = b, und hat dann den Wert \,. Der minimale und der maximale
Wert der quadratischen Form einer selbstadjungierten Abbildung unter allen Einheitsvektoren liefert
also den kleinsten und den groBten Eigenwert.

In Bezug auf den Spannungstensor bedeutet dies, dass die minimale bzw. maximale Hauptspannung
tatsachlich die minimale bzw. maximale auftretende Normalspannung ist. Die Berechnung der maxi-
malen Scherspannung ist hingegen etwas mithsam. Es lasst sich zeigen, dass diese ’\15’\" (also 25%2)
betrdgt und in den Richtungen \% (£b1 £ by) auftritt.

27 Singularwertzerlegung

Die Zerlegung in Drehung, Diagonalmatrix und Zuriickdrehung nach Gl. , A= BDBT, ist nur fiir
symmetrische Matrizen moglich. Fiir beliebige (auch nicht quadratische) Matrizen A lisst sich dies
verallgemeinern zur Singularwertzerlegung

A = UDVT, (95)

wobei D eine Diagonalmatrix mit nichtnegativen Diagonalelementen (> 0) ist, wihrend U und V
orthogonale Matrizen sind (Abb. [12)).

28 Polarzerlegung

Aus der Singularwertzerlegung l3sst sich ableiten, dass sich jede lineare Abbildung eines endlichdimen-
sionalen Vektorraums in eine orthogonale Abbildung und eine selbstadjungierte Abbildung zerlegen
lasst. Fiir die entsprechenden Matrizen gilt:

A= UDVT = uvTvpv’T = RS (96)
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M=UX-V*

Abbildung 12: lllustration der Singuldrwertzerlegung am Beispiel ein einfachen Scherung. Quelle:
https://de.wikipedia.org/wiki/Singuldrwertzerlegung (von Georg-Johann - Eigenes Werk, CC-BY-SA
3.0, https://commons.wikimedia.org/wiki/User:Georg-Johann).

mit der orthogonalen Matrix R = UV und der symmetrischen Matrix (mit nichtnegativen Ei-
genwerten) S = VDV T Ist det(A) > 0, so ist R eine Drehung (ohne Spiegelung). Dies wird als
Polarzerlegung bezeichnet.

Die Polarzerlegung ist auch in umgekehrter Reihenfolge moglich:

A = UDVT = UDUTUVT = SR (97)
mit derselben orthogonalen Matrix R, aber einer anderen symmetrischen Matrix S=UDUT.

Aus der Polarzerlegung folgt unmittelbar, dass sich jeder beliebige Typ einer Scherung (insbesondere
also die einfache Scherung) als Hintereinanderausfiihrung einer Drehung und einer reinen Scherung
(selbstadjungierte Abbildung) darstellen lasst.

29 Hauptstreckungsachsen

Das Verhiltnis

s(x) = (LI (98)

[Ix]]

gibt an, wie sich die Lange des Vektors x # 0 durch die Anwendung einer linearen Abbildung F
relativ andert. Der maximale und der minimale Wert (iiber alle Vektoren x) dieses Verhiltnisses,i
Smax und smin, werden als Hauptstreckungsfaktoren von F bezeichnet. Die zugehorigen Vektoren
bilden einen Unterraum und werden als Hauptstreckungsachsen bezeichnet.

Die Hauptstreckungsfaktoren und -achsen lassen sich auf zwei Arten berechnen: Liegt bereits eine
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Polarzerlegung gemaB Gl. [06] vor, also F = RS, so gilt
s(x) = IRGSCI _ [5Gl

X Il

(99)

da die orthogonale Abbildung R die Lange der Vektoren nicht andert. Mit einem Einheitsvektor
e= ﬁx vereinfacht sich dies zu

s(x) = [I5(e)l|- (100)
Da S symmetrisch ist, gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren by, ..., b, zu den Eigenwerten
A1, ..., Ap, sodass
e = piby + -+ pnbn, (101)
mit 2 + -+ p2 = 1. Damit ist
s() = lindaby+ -+ podaball = \J1i2N2 -+ 12A2, (102)

Dieser Ausdruck wird maximal, wenn pu des betragsmiBig groBten Eigenwerts +1 ist, und der
Streckungsfaktor wird
Smax = max{|A1], ..., ||} (103)

Die zugehorige Hauptstreckungsachse ist demnach gegeben durch den Eigenraum zu diesem Eigen-
wert. Entsprechendes gilt fiir den minimalen Streckungsfaktor:

Smin = min{|A1, o) Al ). (104)

Ohne Verwendung der Polarzerlegung lassen sich die Hauptstreckungsfaktoren und -achsen mit Hilfe
der Beziehung

s(x) = = |[F(e)l[ = VF(e)-F(e) = VF*(F(e))-e) (105)

Der letzte Ausdruck in der Wurzel ist die quadratische Form der symmetrischen Abbildung F*F.
Nach Abschnitt [26] sind dann die Hauptstreckungsfaktoren gegeben durch die Wurzeln des gréBten
und kleinsten Eigenwerts von F*F, und die zugehorigen Eigenrdume sind die Hauptstreckungsachsen.
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